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Ontwikkelingen in Fourier-reeksen met voorgeschreven phasen.,

$1. Inleiding

Zoals bekend kan een voor O£ x &7 gegeven 'mette" functie f(x)

vodanlg in het interval -4 x4 O voortgezet worden dat van de Fourier-
ontwikkeling

oQ
£(x) = 7 (a, sin nx + b cos nx) ~TC4X £ T
0]
s
= %5 ¢, sin (nx +7a )

Of alleen de sinus-termen Of alleen de cosinus-termen over blijven. An-
ders gezegd: de stelsels §Sin nxd, n=1,2,... en

fcos nx§ , n=0,1,...
vormen in het interval 0 < x £

volledige stelsels.
We bespreken thans de vraag in hoeverre de functies sin(nx +Wyun)

waarin de "phasen" At voorgeschreven getallen zijn, ook een volledig

stelsel vormen in het interval (0,7).

Dat deze vraag niet zonder meer bevestigend kan worden beantwoord
plijkt ult het volgende eenvoudige voorbeeld,
Begchouw de ontwikkeling

N Q.
< N N
f(x) = 7 a_(sin nx +(¥ cos nx) + (.. a_ sin nx,
- g n
N="] =N+

Waarin .o cegeven zijn.,
i < a//lJ XN ] t) ]

De coefficienten EPFLP IR moeten dan voldoen aan de vergelijkin-

zen N
a, + By @ = Fio M=1,2,... (1.1)
n="
I
; @ ° d o
WaaArin = — C nx sSin mX X M= 2y ee
: an =¥n j cos R R 5

1,
d n=1,2,...N

£, = E: S f(x) sin mx dx, m=1,2,...
R
0
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De vergelijkingen (1.1) met m=1,2,...N vormen een stelsel van N
vergelijkingen met N onbekenden, waaruit in het algemeen a,],...an ge~
vonden kunnen worden en de coefficienten a met m> N kunnen daarna één
voor één uit de overige vergelijkingen worden bepaald.

Het is echter dulidelijk dat de coefficienten yh best zo gekozen
kunnen worden, dat de linker leden van de eerste N vergelljkingen af-
hankelijk zijn en in dat geval is de ontwikkeling slechts onder bepaal-
de nevenvoorwaarden voor f(x) mogelijk en als hij mogelijk is is hij]
niet eenduldig! Anderzijds is het op continuiteitsgronden duidelijk
dat als alle coefficienten Jn maar klein genoeg zijn, het stelsel ze-
ker eenduidig oploshaar zal zijn.

In §§ 2-5 zullen we het gestelde problcem benaderen met functio-
naalanalytische methoden. We zullen van de te ontwikkelen functie ver-
onderstellen dat hij met zijn quadraat Lebesgue-integreerbaar is van O
tot 5 (dus tot de ruimte LQ(O;W) behoort) en we zullen slechts eisen
dat de reeksen in het gemiddelde convergeren. Als voornaamste resul-
taat zullen we dan bhewijzen dat als voor n=1,2,... de complexe getallen
’n voldoen aan ]Xn 153/41, de ontwikkelingen

N
f(x) = 1.i.m. 5 _ a_(sin nx + cOS nx) (1.2)
H=sce 021 | $o ’
i
f(x) = 1.i.m, 2 bm(cos nx - Jﬁ sin nx) (1.3)
N 1=0 ‘
0¢x< T

steeds eenduldig mogelijk zijn.

We merken op dat bij de reeks (1.2), waar de sinus-termen over-
heergsen en die we een bijno-sinus-recks kunnen noemen, de sommatie loopt
vanaf n=1, terwijl bij de bijna-cosinus-reeks (1.3) de sommatie loopt
vanaf n=0,

In zekere zin verder gaande regultaten verkrijgt men als meer ge-
bruilk wordt gemaakt van het speciale karakter van de goniometrische
functies en functie-theoretische hulpmiddelen worden gebrulkt. In é 6
wordt dit gedemonstreerd aan de hand van het speciale geval dat‘y con-
stant is. Hier blijkt ook duidelijk, dat de begrippen volledigheid en
athankelijkheld geheel afhangen van de elsen dle men aan de convergen-
tie stelt.

Het meer algemene e¢n voor de practijk belangrijke geval datdfn
niet constant is doch voor n -» <« tot een limlet nadert kan met behulp
van de beschouwingen voor constante fn herleid worden tot een integraal—
vergell jking met Fredholm-kern., We gaan daar echter niet op in.



42. Ontwikkelingsstellingen in de Hilbert-ruimte L,.

In de § § 2-5 zullen we gebruik maken van de terminologie van de
complexe Hilbert ruimte L,. Met convergentic van reeksen wordt steeds
gpemiddelde convergentie bedocld en twee functies fq(x) en fg(x) heten

I o]
"gelijk" als }}fq(x)~f2(x)\\a = _Sifq(x)—f?(x) | < dx = 0.

Stelling 2.1, (Paley en Wiener |1], Sz.Nagy |2] )

Als 1 het stelsel {un(x)g , n=0,1,.., volledig en orthogonaal 1is
in LQ(OZ ,/j) ) s

27. het stelsel &vn(x)ﬁ , n1=0,1,... zodanig is dat voor ieder

eindig stel coefficienten Ay 58y geldt
1 2
N,;) NP L
o v ) 2y (T 1agt?) (2.1)
)\Z,f n n'” = X L LAy ’
n:Nq n:N,l
met (}/(1,

dan bestaat bij iledcre functle £(x) & L.(«,n) een eenduidig be-
.

(e
pnald stel coefficienten L PP zodanig dat ) lan\eé‘oﬂ
*® n=0
en r(x) = f;“lfb a (v (x) + v (x)) (2.2)

(in de zin van gemiddelde convergentic in Lz(a,ﬂ)),

Hoewilgs

co 21 A,s8,4s... CED willekeurig stel coefficlenten waarvoer geldt

/ \a

. o) T< o0 . Dan bestaan de functies a(x) en b(x) € Lz(a,ﬁ> gedefi-
S?Serd door
22
a(x) = %:b a, u, (=) (2.3)
R .
o(x) = ey v, () (2.4)

De functie a(x) bestaat volgens de stelling van Riesz en Fischer en
we hebben oo L

Wa(x)il = (2;:@ la 19) (2.5)

(a,(x), u (x)) = a_, n=0,1,... (2.6)



De functie b(x) bestaat dank zij het gegeven (2.1) en de volledig-
heid van de Hilbert-ruimte. Fr geldt namelijk

Ny N, .
I}EE%q a, v, (x) | £ e (%:ﬁq‘an‘ )T < €

voor N >IJ > N(g) en dit is nodig en voldoende voor de convergentile van
de PGGku 1n (2.4) naar een functie b(x) & Lg(d,ﬂ), Verder geldt

Ho(zx) Il = 1im || E: (x) || ¢

N o0 n=0

—

¢pram (| SOl (2.7)

Omgekeerd, als a(x) € L,(et,p) gegeven is dan kunnen we de coefficienten
8385 ... door (2.6) definieren., Volgens de stelling van Parseval vol-
doen ze aan (2.5) en (2.3) geldt. Met (2.4) kunnen we dan weer de func-

tie b(x) definieren die we ook kunnen schrijven als

PUERE

def
b(x) = Ba(x)= 2 (a(x), u,(x)) v (x)
n=0
en die natuurlijk weer aan (2.7) voldoet,
De aldus gedefinieerde afbeelding B van La( p) op zichzelf heeft
de volgende eilgenschappen

1. B is lineair: B(anq(x) + Aja,(x)) = A4Baq(x) + KEBaE(x)

2, B is beppcnod met norm IIB I Ad/ d.w.z. voor iedere
a(x) € ( o“,p) peldt

B al Jﬂﬁ .

Het is nu duidelijk, dat de bepaling van de ontwikkeling (2.1)
overeen komt met de oplossing van de functionaal vergeliljking

a(x) + B a(x) = £(x) (2.8)

¢n als we bewljzen dat deze een eenduldige oplossing heeft dan zijn we
klaar want de coefficienten a_ volgen dan uit (2.6).
Daar g is volgt uit (2.8) dat,als a(x) aan (2.8) voldoet,

Ne(x) i 3 Jna()n - uBalx| > (1-pwa(x)u,

waarult volgt dat als f£(x)=0, ook a(x)=0 moet zijn. (2.8) heeft dus
hoogstens één oplossing. Deze zullen we nu construeren.

Beschouw de rij functies
N

k Lk
aN(X) = Z_("q) B f(X) Kl N=O’,‘_yuoo *



Daar )IBk f(x)) < { N, geldt voor N, , > N,
iy
oy (x) - a, (x)N
o iy N o (!

voor N, >N (t). De rij ay(x) convergeert dus naar een functile a(x) uit

Lo(#,p). Verder is, daar a x) + B aylx) = £(x)

el
la(x) + Ba(x) - £(x)lIl =
= fla(x) = ay, 4(x) + Bla(x)-a (x)) 1 ¢

alx) - ay (=) + / ha(x)-ay(x) Il ¢ 2¢€ voor N >N (€)

In daar het linker 1id van dcze ongelijkheid onafhankelijk is van N

volgt hieruit dat de functie
a(x) = L (—)k e f(x)
k=0 :

aan (2.8) voldoet. Hiermee is de stelling bewezen.

opecinal gevals

Het is duidelijk dat aan de voorwaarde (2.1) zeker voldaan is als
de functies n(x) (n=0,1,...) onderling orthogonaal zijn en hun normen

alle kleiner dan of gelijk aan * <4 zijn. Immers dan 1is
L

N, , -

N : , : e
| ooy v (x) || = 2:? Lagl " v, (%) <J’ Z: a \

=N -N
n_N1 n=N, 1

In deze vorm ig de stelling nu direct toepasbaar op de ontwikkelin-
S
sen (1.2) en (1.3). De functies un(x) = x/#~sin nx (n=1,2,...) vormen
cen volledig orthonormaal stelsel in L. (0,7, en voor de functies

7
v, (x) = \/%'fh cos nx {n=1,2,...) geldt

2
(v (x)s v (x)) =1yl O . (2.9)
Als dus voor n=1,2,... X | 5{41 is dan kan de Stelllng worden toegepast.
Analoog: de functies u_(x) = 1,, u, / cos nx (n=1,2,...)

vormen een volledig orthogonaal stelsel in L ( ,”) en voor de functies
v, %) =\/2 Jﬁ sin nx (n=1,2,...) geldt weer (2 9).

We hebben dus



Stelling 2.2,

Als de getallen(yn (n=1,2,...) voldoen aan

Ly L€ p <
dan bestaan bij ledere functie f(x) € L,(0,7) eenduidig bepaalde coef-
ficienten 84580500 €0 bo’b1’°'° zodanlg dat

2 o 9 o
Y lagl “< oo, § ip |7 <o
n="1, n=0
en o
f(x) = %;4 a, (sin nx + fn cos nx),
O

G
T
s
il

g;b b (cos nx + In 8in nx).

(in de zin van gemiddelde convergentie).

¢3. De "Abschnitt"-methode.

Het bewijs van stelling (2.1) 1s in zekere zin constructief. Doch
de bepaling van de ontwikkelings coefficienten via de functie a(x) die
met behulp van de geltereerde operntoren Bk geconstrueerd is, zou zeer
omslachtig zijn. Een cenvoudiger methode is de volgende.,

Uit (2.2) volgt dat de coefficienten a, moeten voldoen aan de ver-
gelijkingen (vgl.1.1)

o
&=
£ = a_ 4+ L a m=0 :
m m o an n m=0, 1, (3.1

F\

waarin

f= (000, uy(0), B (v 00, w (0).

We vervangen nu het stelsel (3.1) van oneindig veel vergelijkingen met
oneindig veel onbekenden door een "Abschnitt" van Nvergelijkingen met
N onbekenden:

N
o N N
ro=a (Mo s o () om0,y (3.2)

N(N% van het stelsel (3.2)
steceds bestaat en voor N~ ¢ convergeert naar de ontwikkelings coef-~

en de vraag 1is of de oplossing (aO(N),,,.a

ficienten (80’31"">’
Deze vraag wordt bevestigend beantwoord door
stelling 3.1.
Als van de bij de matrix {ang behorende operator B de norm klel-

ner dan 1 is dan heeft het stelsel (3.2) voor iedere N een oplossing
en dezeoplossingen convergeren voor N — e naar de (eenduidige) oplos—
sing van het stelsel (3.41) in die zin dat



N
lim § [an(N) - an}2 = 0,
N=ed n=0

woarult & fortiori volgt dat lim  a (1) = a_.
’ s n n
l\.l-“?co
Voor een bewljs van deze stelling verwijzen we naar een binnenkort
te verschijnen rapport |3

§4. De biorthogonale functics,

We beschouwen de ontwikkeling

(2
f(x) = %56 nn(oos N + ) osin nx) , 0¢x &7

. . . 2
met | Yol €y <, £(x) € Ly(0,m), Z{arﬁ { 00 (4.1)
Als we beschikken over functies g (x) € LE(O,T) (m=0,1,...) die met

de functies cos nx +y  8in nx (n+0,7,...) een biorthogonaal systeem
vormen, d.w.z.

g (x)(cos nx + [y sin nx) dx = ) (4.2)

mn”’

O3]

dan kunnen de coefficienten a_ eenvoudig gevonden worden. Uit (4.1) en
(4.2) volgt n.l.

—

i1
g P(x) & (x) ax = a_ , (1=0,1,...) (4.3)
m m
0
De verwissceling van integratie-en sommatievolgorde is geoorloofd
omdat de reeks (4.1) gemiddeld convergeert en hieruit de zwakke conver-
gentie volgt.,

De functies gm(x) kunnen ve alg volgt vinden, Ontwiklkel de func-
Cies %%«cos mx (m=0,1,...) met éb=2, gmzﬂ voor m %1 in de met (4.1)
overcenkomende "sinusreelks'. (Volgens stelling 2.2 is dat eenduidig mo-
zelijk) en zi]

[ o
e o T K] 5 o
- co8 X = P 8o (810 nx Yr €08 nx). (4.4)
bl o
met L | g 17¢o0 . (m=0,1,...).

m="]
Dan voldoen de functies gm(x), gedefinieerd door

—
gm(x) = {21 By 8in kx
Em oo
-7 T Eiﬁ B d1c 008 kX (4.5)

aan de gestelde eisen. Want ult (4.5) volgt



voor n=1,2,...
7?'
ggm(x) sin nx dx

0

en voor n=0,1,...

G
ng(x) cos nx dx
O

zodat inderdaad aan (4.2) 1

it

T
Smn - f’f(}/n Emn

voldaan,

23

Dat de functies g (x) ecnduidig bepaald zijn (in de zin van aequi-
valentie in L, natuurlijk) volgt uit het feit dat de functies

%cos nx + Yn sin nx % cen volledig en dus ook een gesloten stelsel vor-
men, d.w,z. dat ult

T

S g(x)(cos nx + Yy sin nx) = 0, n=0,1,...

o

volgt g(x)=0 (zie b.v. Tricomi |4}, 610).
Omgekeerd vormen ook de functies gm(x) een gesloten en dus een vol-
ledig stelsel.

Iets dergelijks geldt natuurlijk ook voor de bijna-sinus-reeks.

Opmerking
Men kan bewiljzen dat de biorthogonale functies ook in het algemene ge-

val van stelling 2.1 bestann (vgl. Paley-Wiener, l.c. en Riesz-Nagy,

b N
1.0.).

§5. Ontwilkkeling van "gladde" functies.

We weten dat,nls f(x) in (0,T) een "gladde" functie is, de
cosinus-coefficlenten zich gmedragen als n'2 en dat de cosinus-reeks dan
dus uniform convergeert voor 0 ¢x ¢ 7. Voor de sinus-reeks geldt dit
laatste slechts als £(0) = £(w) = 0, (5.1)

Tets dergelijks hebbhen we hiler ooks:
Stelling 5.7: _
EIEVoor n="1,2,... {ans X'<1 is, dan bestaan eenduldig bepaalde

coefficienten I PR zodanig dat
[ele]
f(x) = L o, (cos nx + y_ sin nx) (5.2)
0
=z ) > )
S on \an[?Loo (5.3)
="}

dan en slechts dan alg

19, £(x) absoluut continu is voor 0¢ x ¢ T

2. £1(x) € Ty(0,m)

De reeks convergeert dan uniform voor O £€x<¢T



9=

. , o
Het bewljs voor deze stelling berust op het feit dat uit 27. volgt dat
£1(x) in een "sinus-recks"

[ore]
£ ' at =
fr(x) = %, b (-sin nx + y _ cos nx) (5-4)
L >
met ) |b, | © <o ontwikkeld kan worden.
n="1

Onbepaalde integratie (diexmogelijk 1s daar 1°. aequivalent is met
dc bewering dot f(x) = £(0) + J f1(t)dt) en invoering van
o)

(o)
-1 . , _— . ,
ag= 0T b (n=1,2,...); 8= r(o) - ;~1 a, levert dan dat de voorwaarden

voldoende zijn, Dat ze nodig zijn volgt op een dergeliljke manier.

Dat uit (5.3) de uniforme convergentie volgt is duidelijk omdat

N N N N 5
-, 1 — 2 2
) Vagl =S 5. nlagl ¢ (2#_ 2 - T n%la ) &4 9
n="1 n="1 n="1 n="1,
oo
en de reeks z:: \an\ dus convergeert.
' N="}

Een stelling als stelling 5.1 kan ook voor de bijna-sinus-reeks
worden geformuleerd doch de twee voorwaarden voor f(x) die overeen ko-
men met (5.1) hebben cen vrij ingewikkeld karakter.

7 . -
6. Enkele specinle gevallen,

De meeste resultaten ult het voorgaande waren cen direct gevolg
van stelling 2.1, geldig voor zeer algemene systemen van functies
un(x) en vn(x). Ook naan de te ontwikkelen functie f£(x) en aan de getal-
len Xn werden slechts geringe eisen gesteld.

Om meer te vinden moeten we, net als in de gewone theorie van de
fourler-reeksen meer gebrulk maken van het specilale karakter van de
trigonometrische [uncties en van biljzondere eigenschappen van de getal-
len Xﬂ en de te ontwikkelen functiles.

Als een zeer eenvoudilg biljzonder geval signaleren we het stelsel

w (x) = e®¥

o«
; wo(x) = cos nx + = sinnx, n=1,2,..,

Deze functies vormen een in LE(O,F) volledlg orthogonaal stelsel 1) en
iedere "gladde" functie kan in een uniform convergente reeks van deze

functies ontwikkeld worden. Vervangen we de functie eﬁ“:door 1 dan is

het stelsel natuurlijk nog volledig doch niet meer orthogonaal.

1) De volledigheid kan b.v. worden bewezen met behulp van een voorwaarde
van Dallzell (5] , (vgl. ook Tricomi, l.c., ¢§11).



1Q

We geven nu enige resultaten voor het geval dat de getallen Yy  alle
celijgk zijn., Dit geval kan als ultgangspunt dienen voor de behandeling
van het in de practijk belangrijke geval dat de getallen fn voor n —o
tot een limiet #0 nadcren (zic hiervoor een binnenkort te verschi jnen
rapport van Lauweriler Lﬁj s waarin ook het geval Xn=const. uitvoerig
wordt behandeld),

We beschouwen de ontwikkeling

£(x) = n,(sin nx + ycos nx) (6.1)

Het geval dat 3/nul of zulver imaginair is slulten we uit (die
-evallen zijn eenvoudiger, rcsp. lets lastiger te behandelen) en we kun-
nen dan zonder beperking deralgemeenheid veronderstellen dat Re }’) 0]

18 (anders x— 7T -x). We definieren dan het getal u door
|

{: tg A, O L Rem £,

Yerk op, dat }/ i 1 overeenkomt met 30/4 1/4,

We formuleren nu de belangrijkste rcsultatent

Stelling ©.1,

Tedere "gladde" iunctic f(x) kan op eenduidige wijze in een reeks
D »]

(6.1) worden ontwikkeld zodanip dat voor de coefficienten geldt
oy
2, = ﬁykn ), ¢>0

en de recks convergeert dus uniform.

Speclaal is r
oy = 202 [ (eg 1) 1724 2(x) o (6.2)
I
0
¢n o voor grot? g geldt w

o 1= M ) -
A, - %7?, sin 2T u. rﬁ(1~2/a).n =24 g(tg £x)° - £é§%~§££ll dx

e

0

(6.3)

Stelling 6.2,

Tedere "gladde'functie f(x) kan op eenduidige wijze in een reecks
(6.1) met a =0 worden ontwikkeld, zodanig dat de reeks voor 0<dex emr-§
uniform convergeert. Voor grote n geldt

1+2u
a fu(—’l)n"/l §-g— cos T Ja F e %ﬂ) n 1+2/‘f (tg x)1 g/x f(x) ax

n T
(6.4)



-1

We merken op dat voor |y 1< (Re o <1/1) stelling 6.2 het eerste
deel van stelling 2.2 omvat (biljna-sinus-reeks, 2,=0, b2 ian]2
Voor 1kl > (1/4 <Re s ¢1/2) omvat stelling 6.1 het tweede deel van
stelling 2,2 en ook stelling 5.1 ("gladde" functie, bijna-cosinus-reeks,
no¥0, Zz#z\an\2<aﬂ.

De andere resultaten vallen buiten het kader van de vorige stellin-

LeR ),

gen., Stelling 6.1 zegt dat de convergentie van een bijna-sinus-reeks

kan worden verbeterd door een nulde term toe te laten, terwljl ult stel-
ling 6.2 volgt dat we bij een lehd ~-cosinus- reeks steeds a —O kunnen
kiezen, ziJj het dan ook dat wvoor I>1 Zla dlvergeert. Hier

hlijkt dus duidelijk dat begrippen alg volledlgheid en afhankell jkheld
van de functiles sin nx +»X’cos nx nauw samenhangen met de convergentie-~
eisen die men stelt.

Stelllng 6.1 kan worden bewezen door invoering van de functie

{

p( = o n c1n7 dic de volgende elgenschappen heeft:

1° @(7 is analytisch voor -m < Re z<m, Im z> 0 en continu tot op de
Pxnd van dit gebied;

il

v:j

W( z) — const. voor z= oo
37, p(z) is periodick: Y(y+7wi) =P (y-7i) , y20;
19, voor 0 ¢x ¢ geldt

ewiﬂq(x) - e"'wiﬂ(f(—x) = 21 cos T M f(x).

O

Met behulp van de conforme afbeelding w= - cos z en de door Muskhe-
lishivili (|7 , specilanl Ch.10) gegeven methodiek blijkt dat hierdoor
de functie (P(z) cenduidig bepaald is. En als £(x) "glad" is dan wordt
het gedrag van de coeflficienten a, bepaald door het gedrag van @(?)
blj z=+1 dat betreckkeliljk eenvoudlg te onderzoeken is.

De overgang naar stelling 6.2 wordt gegeven door de ontwikkeling
van dc constante functie f£{x) = 1 volgens de voorwaarden van stelling
0.2. Beschouwen we de functie

¢ (2) = ctg mu(1-e” T (tg bz)H)

inz
a, ¢

i

~[718

(omdat ¢ (z) — 0 voor z= iec zijn alle Fourler-coefficienten met
$0 nul), dan is voor 0<€x <7

f=2w)
5 2, 8in nx = cos T (tg %x)aﬂ( (6.5)
n=-1

/ Zf% a, cos nx = 1-cos Tx (tg %x)eﬁ* §c.c)

o]
il
Y



cn o dun o= %:1 an(ﬂin nx + yeos n¥). (6.7)

Uit (£.5) leidt mern ecnvoudig af dat hier
RNV

. — (-1)" cosgﬁyu rkﬂ—aﬂ)n_
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dtelling ©.2 wordt nu eenvoudipg uit stelling 6.1 verkregen door de con-

astante term van do laatste volgens (6,7) te ontwikkelen in een reeks

e

Do hehandeling von het ceval dat de g@tallon,yn niet constant zijn
doch cen limiet { rerhen, sluit big het bovenstaande aan, Voor de toe-

“geinpen 18 specisnl van belang de vroag naar de voorwaarde opdat van

1 "W -

do "gterk convergente ontwikkeling van het type van stelling 6.1. de

nulde term o vul is. Hicrvoor 1o nodiy
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T i ’r" S y N RGN 3 /== : 5op = 5 X °
covere functic ”o(ﬂ) (vigl., &4 als 5n } dan is go(x) (tg £x) )
Mon kan voor ﬁj(x) cern inteupssl-vergelijking opstellen waarvan de kern
onder voekepo voorwaarden voor Jdoe getallen J}~(}’een Fredholm-kern 1is.
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dat f(x) orthogonaal is op een
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